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Рассмотрены колебания центрифуги, подвешенной в упругом подвесе. Исследованы движения системы с 3-мя степенями сво- 
боды. При наличии дисбаланса получены уравнения движения ротора, определена траектория, описываемая его осью. 


Любая механическая система, включающая в себя 
вращающееся тело, в той или иной мере, совершает 
колебательные движения. В зависимости от податли- 
вости подвеса система может иметь различное коли- 
чество степеней свободы и различное количество 
собственных частот. Движение механической систе- 
мы, у которой ротор установлен посередине подшип- 
никовых узлов, рассмотрено довольно широко [1,2]. 
В данной статье рассматриваются колебания систе- 
мы, которые обусловлены вращением консольно зак- 
репленного ротора со смещенным центром масс. 

Центрифуга, рис. 1, состоит из тяжелого, поло- 
го, без одной торцевой стенки цилиндра (корпуса) 
- 2 подвешенного на 4-х пружинах - 1 в горизон- 
тальном положении. Через центр торца проходит 
ось еще одного тонкостенного полого цилиндра 
(барабана) - 3, без соприкосновения, входящего в 
полость первого. К боковой стенке барабана, вра- 
щающегося со скоростью О, размещается груз - 4. 
Уравнения движения системы составим с помо- 
щью уравнений Лагранжа 2-ого рода [3]. 



Введем обозначения: 

к, т ъ щ, т 4 , 4 4 4 4 , 4 , 4, (/=2,3,4), 4, х 6 
- коэффициент упругости, массы, осевые и цен- 


тробежные моменты инерции корпуса, барабана, 
груза, радиус вращения центра тяжести груза и абс- 
цисса среза экрана. 

Оси координат - неподвижные, х,у, 7 , - 
жестко связаны с корпусом. Начало осей коорди- 
нат находится в статическом положении равнове- 
сия центра тяжести С 2 корпуса (рис. 1). Координа- 
ты центра тяжести корпуса и точек крепления пру- 
жин в системе х,у,с С 2 (0,0,0); С,(х„0,0); 

С 4 (х 4 ;-Л 4 с08О/;-4,8ІпГ27); Д(— х ь 0,4; В 2 (—х ь 0,—К); 
$з(х 5 , 0, Л); 4 (х 5 ,0,—К). Координаты точек крепле- 
ния пружин в системе координат 
44—44-/1; 44-44-/ 2 ; 4(— А',,/:, 4: 40 ч4>4)> 
4(-* 1 ,/ 1 , _ 4; 4(ч 4> _ 4. статическое удлинение 
пружин: Я 1см =Я 2от ; Я 3ст = Я 4от . 

За обобщенные координаты примем смещение 
точки С 2 4,77сз,Са- Углы Эйлера-Крылова, опреде- 
ляющие ориентацию корпуса: у/ - рыскания; 
Ѳ - дифферента; ср - крена. 

V 



Переход от системы координат х,у,і к системе ко- 
ординат 4т74 ос УЩ ествляется преобразованием [4]: 

^ = 4 2 + хсо8і//соз0 + 

+<р(зІПІ/Г 8ІПф — С08І// С08 фЗІП Ѳ) + 

+г(8Іпі// сов ср + сов у/ зіп срвіп Ѳ); 

Л =Т ІС2 + ХЗІпѲ + 7СО80СО8(р-2СО8 08Ш(р; 

С, = 4с 2 _ -г(зіш// СО80) + 

+_у(СОЗІ// 8Іі1ф +8І11(// СО8ф8Іі10) + 

+2 (С08 у/ С08 (р - 8І1Г у/ ЗІП (р 8І1Г 0). 
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Технические науки 


Проекции угловой скорости корпуса щ на оси х,у,?„ 

а> 2х = у/8ІпѲ + у>; 

со 2у = і//со 8 Ѳсо 8 у> + Ѳ 8 Іпу>; 

<а 2г — —у/ С08 Ѳ 8 ІП у? + Ѳ С08 (р. 

При малых углах у/,Ѳ,ср преобразование коор- 
динат х,у,% в координаты ^, 77 , ^неподвижной систе- 
мы отсчета имеет вид 

I =^с2 + х-®У+^г; 

Л =т 1 с 2 + Ѳх+ у-срг; - 

С =Сс2 -у/х + сру+г. 

При малых углах отклонения корпуса проекции 
угловой скорости имеют вид 

а> 2х =(р; о) 2у =і//; 6 ^= 0 . 

Кинетическая энергия корпуса Т 2 до малых 
2 -ого порядка включительно имеет вид 

I . 2 .2 .2 

Т 2 = у т 2 (“з С2 П С2 ■*" С С2 ) ~*~ 

+ |( / ,2 Ч> +І уіѴ +%С2+® ~ 2І к2 <Р®)- 

-2І Ѵ 2<РУ'-2І у . 2 Ч'®)- 

Если ось х - главная центральная ось инерции и 
моменты инерции корпуса І уг =І й =І ъ ., то 

! .2 .2 .2 1 .2 .2.2 

^2 = ^ т г(.%С2 + *7с2"*~ Ссг) ~^^х2 Ф "*~-^2э(Ѵ / ))• 

Кинетическая энергия барабана Г 3 . Оси х 3 , у 3 , і ъ 
- жестко связаны с барабаном. Моменты инерции 
/ } . 3 = Ось х 3 - главная центральная ось инер- 
ции, то /„з=/ та 3 = 0 . 

Угловые скорости вращения барабана имеют 
вид: й 3 =й 3с +й 3 ,.; й 3( ,=й 2 ; й 3 =Г 2 , где й 3е , й 3г — пере- 
носная и относительная угловые скорости [3]. 

Проекции угловой скорости й 3 на оси на осьхд у у д 3 . 

®з*э =ю ь . + -0 = <р+0; 

со }у з = <э 2 ѵ С08Ог + го 2 ; 8 Іп 07 = у/ С08ОГ+ Ѳ 8 ІпШ; 

й ) 3 . 3 = © 2 , созО?-®*, 5 ІпО^ = ѲсовОі-у/ зіпОг. 

Предполагая, что все оси являются главными 
центральными осями инерции, кинетическую 
энергию барабана можно представить в виде 
1 .2 • 

7^ = — от 3 [<^ С 2 + (т] С 2 + Ѳх 3 ) + (% С2 —у/ х } ) ] + 

+2 3э (у/ +Ѳ )]; 

где: 

^СЗ = Сс2 '*' 3 ’ ЛсЗ-Лс2+ ^СЗ = ^С2~Ч ,Х 1- 

І уЪ (0 ЪуЪ + І гЗ ( °Ы = 7 3э (®3, 3 + 3 ) = 7 3э )• 


Определим кинетическую энергию груза Т 4 . Оси 
х 4 ,у 4 ,г, связаны с грузом, параллельны осям х 3 ,у ь і 3 и 
являются главными центральными осями инерции. 

со 4 = со 2 . 

а> 4х4 = <р+ О; со 4у4 = у/ со вОг + Ѳ зіпО?; 

со 4 . 4 = Ѳ созО? - у/ зіпОл 

| С4 = <* С2 +х 4 + ѲЯ 4 совОг-у/Я 4 віпОг; 

ЛС4 =Т ІС2 + - Д* 008 Ог + <РК 4 8Іп 0(; 

<^ С4 =С, с2 -у/Х 4 - (рК 4 С08 Оі - К 4 8ІП 0(. 

Т 4 = ^т 4 (^ С4 +гі С4 +^ С4 ) + ^(І х4 (<р+0) 2 + І 4з (у/ + Ѳ ). 

Для квадратного сечения груза моменты инер- 
ции / 4э =/ 4з 4 =/ 4г4 . Общая кинетическая энергия си- 
стемы Т=Т 2 +Т 3 +Т 4 . 

1 .2 .2 .2 1 .2 .2 .2 

Т = -«2(‘?С2+'7с2+Сс2) + -( / х ( Р + і э(У / +® ))+ 

1 -2 • 

+ 2 т з[<?с2+( ? 7с2+Ѳх 3 ) 2 + (^ С2 -у/Хз) 2 ] + 

+“[2 4 з (ср+О)' + І із (у/ +Ѳ )] + 

+ 2 ,И 4(‘?С4 +Т ?С4 + ?С4) + ^[^4( < ? ,+ ^) 2 + ^4э( , / / +® )]• 

Общая потенциальная энергия системы, со- 
стоящая из потенциальной энергии поля силы тя- 
жести П щ и потенциальной энергии пружин П пр , с 
точностью до малых 2-ого порядка имеет вид: 

п = П п Щ + П пр = -к[Х кт -г] С2 + х,Ѳ + Кср]- + 

1 2 

+ -■ к і-Кп, -Лс 2 + У Ѳ - К( р] + 

+ ^ к \К т ~ Г ІС2- Х 5 & + К( Р] 2 + 

+\ к ^Кс т -Лез - у ѳ - %] 2 - + 

+(т 2 + т } + т 4 )§і) С2 + (т г х г + т 4 х 4 )#Ѳ + 

т 4 §К 4 (р 8Іп Оі - т 4 §К 4 сок Оі. 

Отсюда получаем выражения для обобщенных сил: 

Й,с 2 = ~Щ С2 + 2Ю(х, - х 5 ); 

(2 Ѳ = 2 к(х 1 - х 5 )ті с1 - 2 к(х 2 + х 2 )Ѳ; 

= -4 кК 2 <р - т 4 §К 4 8ІпГ2?. 

Произведя вычисления необходимые для ура- 
внения Лагранжа 2-ого рода, получаем уравнения 
движения центрифуги: 

(т 2 + т 2 + т 4 )ч С2 + (т : х 2 + 7?г 4 .т 4 )Ѳ+ 

+т 4 К 4 0 2 соз0( + т 4 срК 4 8ІпГ2г + 

(П 

+2/77 4 (р К 4 0со&0.1- т 4 (рК 4 П 2 5тО,г = 

= 2к(х 1 -х 5 )Ѳ - 4кг) С2 , 
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(т 3 х з + т 4 х 4 )г] С2 + (т 3 х 3 + т 4 х 4 + / э + / Зэ + / 4э )Ѳ+ 
+т 4 [ К 4 іУ<го^іЬ -<рЯ 4 $тО.І + 

(2) 

+2<р і? 4 Г2со8Г27 - <рУ? 4 Г2~8ІпГ27] = 

= 2к{х 1 - х 5 )т) с 2 - 2^г(х 2 + х 2 )Ѳ; 

т 4 К 4 (г) С2 + Ѳ х 4 )8ІпГ2? + 

+(р(т 4 К 4 +/ д . +/ г3 + І х 4 )-т 4 (рК 4 П 2 ) = 

= -4кК 2 (р - т 4 §К 4 5ІпС1(. 
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Кривая, описываемая концом оси барабана в 
системе координат ^,77,^, характеризуется уравне- 
ниями: 

ч =Чс2+® х б ; 

С= 0 ; 

^ =х 6 . 

Функции 77д,Ѳ - находятся из дифференциаль- 
ных уравнений движения ( 1 - 3 ). 

Из уравнений видно, что для консольно закре- 
пленного ротора с дисбалансом ось вращения опи- 
сывает прямую линию. 
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